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A integral de Stieltjes e suas generalizações sao de 
grande importânci.a em mui tos problemas e conceitos de análise, 
mecânica, física-matemática e teoria das proÇabilidades.Stiel~ 
tjes usou-as em 1894 nos estudos da continuidade de frações,no· 
problema dos momentos. 
Mais tarde, em 1944, Riesz se interessou ·pela questão 
e e.stabeleceu uma conexão fechada entre esta integral e uma 
classe de funções lineares, que são definidas no campo das· fu~ 
ções contínuas. sobre um intervalo finito. Mais precisarnente,de 
rnonstrou um teorema de grande importância na análise matemáti-
ca, conhecido corno o teorema de Riesz [17], que é enunciado de 
maneira clássica da seguinte forma: 
11 A integral de Stieltjes 
Jba f(x) dCl(X), 
onde a é uma função fixada de variação limitada, define um fun 
cional linear sobre o espaço das funções reais contínuas defi-
das sobre o intervalo [a,b], e, reciprocamente, qualquer funci 
anal linear (limitado) pode ser escrito nesta forma integral." 
Na presente dissertação chegamos a urna generalização 
deste teorema, e seguindo o trabalho de Giorgi e Letta [7],pri 
meiramente, consideramos para uma dada classe~ de partes de 
um conjunto abstrato X~ o conjunto A constituído por todas as 
funções de conjunto À,· positivas, definidas em 'LL, crescentes, 




f+., ft dl. = o À({f > t)) dt. 
para toda função f definida em X, positiva e tal que o conjunto 
{f > t} pertence à 'U., para todo número real t estritamente P2. 
si tivo. 
Em seguida, damos uma nova classe suplementar<}\~. , de -
partes de X, e associamos a todo elementO À de A a função À_ 
' 
também pertencente à A, definida por 
A- (U) = sup{ À* (K) : K c U, K E]<.;,) 
onde 
À* (K) = inf{Ã(V): KC. V, V e'U) 
Encontramos condições suficientes para que uma função 
.À da classe A seja a restrição à~ de urna medi,a, e nos ocupa-
mos com o problema da existência de um prolongamento de À, que 
seja aditivo, no sentido finito, no anel gerado por'U. 
Mostramos que várias propriedades de uma função de con 
junto da classe A se traduzem por propriedades da integral cor-
respondente, considerada como um funcional sobre a classe Jná 
ou sobre uma parte densa desta classe. 
Finalmente atingimos nosso objetivo que foi provar urna 
generalização do teorema de Riesz, a saber.: 
" Seja e uma parte densa de Jn S, possuindo as segui~ 
tes propriedades: 
(a) 'toda função pertencente ã e é nula sobre o complementar de 
um elemento de .:1\9. 
(b) para todo elemento f de 8 e para todo número real c posi ti 
vo, as funções cf, f A c, f - f" c = (f - c)+ pertencem ãe. 
- LLi.-
Seja J ~a aplicação crescente de e em lR+ I tal que, 
para- todo elemento f de ~·e para tod~ número real c positivo 
1 
tem-se 
(1) J(cf) = c J(f) 1 
(2) J(f) = J(f .-..c) + J(f·- f" c) 1 
(3) J(f) = sup J(f A n). 
nelN . 
Então existe uma função À da classe A, tal que 
J (f) = f f dÀ v ú e.. 
o mesmo resultado e válido para uma função À pertence~ 
te à A- ; ela .é então univocamente determinada.· 
As idéias deste trabalho motivaram o estudo desenvolvi 
do por Gabriele Greco (1977), a respeito das Integrais Monótonas 
com aplicações nos diferentes ramos da matemática_e, mais espe-
cificamente no estudo da " Estatística Robusta 11 que utiliza co-
mo requisito essencial a teoria das capacidades de Choquet[lo]. 
Procuramos tornar o trabalho o mais simples possível 1 
demonstrando todas as proposições, para aqueles que desejarem-
pesquisar neste campo da matemática. 
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1. A CLASSE DOS CONJUNTOS 'U E A CLASSE DAS FUNÇÕES ;;J. 
Durante toda a explanação, X designará um conjunto nao 
vazio e 'ti _urna classe de partes de X, com as seguintes proprie-
dadeS: 
( 1.1) "' "·"U,. 
( 1. 2)- A união e a inters_eCção de· dois elementos de 'Li perten-
cem à 'U 
(1.3) A união de uma _seqüência de elementos-de~ contidos num 
mesmo elemento de '1.1 pertence à ''ll. 
Para todo A de X designaremos por A0 seu complementar 
x-A e por lA sua função característica. O termo função design.§!_ 
rã (~alvo menção expressa em cont_rário) uma· fUnção ~umérica (p2_ 
derido ·assumir seus valores em IR. = IR U { oo } ) • Conforme as conven 
çoes adotadas em teoria de integração, temos O. (+OI)) = (+.., ) .o. 
Se f é uma função definida em X e se t é um número real,design~ 
remos por·{ f> t} o conjunto constituído pelos elementos x de 
X que verificam a relação f(x) > t. De maneira análoga para os 
conjuntos { f ~ t } , { f < t } , { f ~ t}. 
Denotaremos por éÍ('UJ, ou simplesmente cl, a classe -
constituída pelas funções positivas f, definidas em X e tais 
que o conjunto { f > t } pertence à CU para todo número real t, 
estritamente positivo • 
• 
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(1.4) PROPOSICÃO: Pa4a todo pa4 ó. g de óunçÕe6 da cla66e J e -
pa!La .todo nÜmeJto llria..t c po-6-Lti..vo, a.-6 óu.nçÕe..ó có, 6+g, óvg 
ó•~. ÓAC ~ ó-ó•c • ló-c)• pe4tencem i ela66e J. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Queremos provar que cf é um elemento de eJ ; para isto. de-
vemos prov:ar que .. {cf > . t } pertence à au para todo número real t 
estritamente positivo. 
Como c é um número real estritamente positivo, podemos es 
crever: 
{c f >t}={.f>t} 
c 
o conjurito acima pertence á au pois .! e um numero real es-
c 
tritamente positivo. 
Para provarmos· que f+g pertence á J ~ observemos que 
{ f+g > t ) está contido em {f > i) U {g > ~}, 
Como f e g pertencem à classe tT, os conjuntos'{ f> t} 
e { g > i ) pertencem à "LL,e por ( l. 2) {f > il U{g > tl 
2 . 
2 
pertence à Lt.Por outro lado, o conjunto { f+g > t } é idêntico 
ao conjunto {f> t} U {g > t} U [ U ({f> r}U{g > t-r}) J 
Ü <r<t I 
r<Q 
e por (1.2) e (1.3) decorre que o conjunto {f+g > t} e um ele-
mento de CU. 
Ternos que 
( fvg) (x) =Jf (x) 
lg(x) se f~ g 
se f ~ g 
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Assim, podemos escrever 
{ fvg > t} = {f > t; f ) .g} V · {g > t; g ) f} 
Has,os conjuntos 
{f > t; f ;,. g} e · {g > t; g ;,. f} 
estão contidos, respectivamente, nos conjuntOs 
·{f > t} e· {g > t}, e como. f-,g. pertencem à classe éS ternos que 
·{f > t} e {g > t} pertencem à 'U. Assim, 
{f> t; f~ g} e·{g > t;g) f} pertencem à 'U. Agora por (1.2), 




(fag) (x) = 
g(x) se 
f(x) ~. g(x) 
f(x) >, g(x) 
Assim, podemos escrever 
. {fAg > t} =. { f > t; f ~ g} U . {g > t; f ~ g} 
Mas os conjuntos 
{f > t; f ~ g} e· {g > t; f ) g} 
estão contidos, respectivamente, nos conjuntos 
'{f> t} e {g > t}, e como f,g pertencem à classe éf temos que 
·{f > t} e· {g > t} pertencem à 'li. Assim, 
"{g > t; f~ g} e {f> t; g ~f} pertencem à~. Portanto, por 
(1.2), · {fAg > t} pertence à 'U. 
Para provarmqs que (fac) pertence à classe if, basta 
considerarmos no caso anterior a função g como sendo a função -
constante c. 
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se f ~c 
se f ~ c 
_LOgo,.podemos escrever 
{ (f ~ f " c) > t} = {(f - c) >·t; f ~ c) u· !o > t; f ~ c} 
= { (f - c) > t; f :,. c} u {11 
= { (f c) > t; .. f ~ c} 
='{f > t + c ; f ?- c} c· {f > t + c} 
e como t + c .é um número real estritamente positivo, temos que 
{f > t +c} é um elemento de 'll, donde ·{(f - f,.. c) > t} 
pertence à CU.. • 
(1.5) PROPOSIÇÃO: A envo.U:ÕJt.i.a: JUpe!t.i.oJt de uma; Hquêne.i.a; !6») 
de e...t~me.n.to.6 de. éf ma.joJr.a.d-a polt um.me..&mo e..e.e.me.n.to 9 de. éJ' 
· peJt.tenee ii él'. 
DEMOSTRAÇÃO: 
Queremos provar que'{sup f > t} pertence à~- Mas, 
n n 
00 
{sup f > t} = ul {f > t} c {g > t }. 
n n n= n 
Como g é um elemento de J temos que {g > t} pertence à 4.1 
e então, por {1.3) segue-se que {sup f > t} pertence ã ~. 8 
n n 
Diremos que urna função é simples se o conjunto de seus 
valores e uma parte finita de ~ 
( 1. 6) PROPOSIÇÃO: A• 6un~Õe& úmple• da eta:H e J J Õ.o a• 6un~Õe• 
n 
á que admitem uma .ILe.pJte..&e.n.ta.ç.ã.o da Qoltma f=~ c. lu onde. l=l l i 
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de'Ue ci ~iio ooe6-[eie•teo lr.eaü poútJ..vo~. 
DEHONSTRAÇÃO: 
Con.Sideremos~={(c.) 1 . I c 1<c2< •••• <cn} e defi·na . . ~ ~l.~n 
mos os seguintes conjuntos: 
ui ~ { X I f(x) > ci } 
Segue-se da própria construção dos conjuntos acima - . 
-
que (tr1 )l~i~n é uma sequência finita, decrescente, de elementos 
de "\.1. 
Como f é simples, f assume·um número finito .de valo-
res, digamos, À· 1 , ... ,À • - n 
Definamos os seguintes conjuntos: 
e coloquemos 
f(x) ~ Ài se x pertence a y1 • 
Chamando 
l.l ~ cl 






2. INTEGRAÇÃO EM RELAÇÃO A UMA FUNÇÃO CRESCENTE SOBRE "\..L •. 
Designaremos por A(~, ou simplesmente por A;o·conju~ 
to constituído pe1as funções positi_vas À definidas em '11. ,cresc~n. 
tes (isto é, tais que para U c V tem-se À(U) ·~ À(V) ) -e satisfa:-
zendo À(j2!)=0. 
?ara todo elementO ).. de .A, e para toda funçãO f perte!}.' 
cente a classe ér, definimos integral de f em relação à À por: 
(2.1) f f dÀ = J:~ À{ f > io} dt 
Observemos que o segundo membro da igualdade e a inte-
gral, no sentido ordinário, da função u (positiva e decrescente) 
definida sobre o intervalo (0,+®) : 
( 2. 2) u ( t) = À ( {f > t}) • 
( 2. 3) PROPOSIÇÃO: Seja À um e..te.me.n.to de A. Sejam f ,g dua..õ 6un-
ÇO<~ da o.ta~H J', < c um núme.Jw Jte.a.R.. po.õi...tivo. Então, 
(a) f f dÀ ~ fg dÀ se f {i g; 
(b) f (cf) dÀ = c f f dÀ 
' 
(c) Jf dÀ = f (fAC) dÀ +f (f - fAC) dÀ 
' 
(d) Jf dÀ = sup Jcf-.n) dÀ. 
nolN 
DEMONSTRAÇÃO: 
(a) Por hipótese f ~ g, logo 






À({f > t}) s À({g > t}) 
Integrando ambos os membros da desigu~ldade acima te-
J+~ o À ({f > t}) > t}) dt ' 
f f dÀ s f g dÀ 
(b) J<cf) dÀ ~f~~ À( {cf > t}) dt 
~f~~ À ( {f > ~ ) dt 
Chamando t = s temos : 
c 
f+~ o À ( {f > ! ) dt 
. c 
~J~~À({f > s})c ds 
= J:~{f > s} ds 
=cJfdÀ. 
J (c f) dÀ ~ c J f dÀ 
( cl Por (2.1) temos 
f (f " c) dÀ+J(f- f " c) dÀ = 
r~ ~ 0 À({f" c > t}) dt r~ + o À ( {f - fAc>t}) dt 
Analisemos primeiramente o caso em que f "-C. 
- 8 -
r+~ f""~ Jo ).({f" c> t}) dt + 0 ).({(f - f A c) > t}) dt 
f+~ =o).({~ > t)) dt + f~~.). ( (11) dt 
I+~ = o ).( f > t)) dt 
=Jfd)., 
ou .seja,_ 
(2.3.1) J<t." c) d). + f (f- f A c) d). = J f d). para f s c 
Para o caso em que f > c, teremos: 
r~ o ). ( {f " c) > t}) dt + s;~).( {(f_ f " c) > t))dt = 
= J~ ). ( {f > t) f+~ dt + o À ( {(f - c) > t}) dt 
- Jc 
- o ).({f> t} rm dt + o ). ({f > t + c}) dt 
= J~ ). ( {f > t} rm dt + c ). ({f > s)) ds, 
tomando t+c = s 
Assim1 
( 2. 3. 2) f (f " c) d). + J (f - f " c) d). = J f d/, para f > c 
De (2.3.1) e (2.3.2) temos: 
f f d). = f (f " c) dÀ + J (f - f " c) d). 
(d) Pela monotonicidade da integral, segue-se que 
sup J<f" n) 'd/, = lim J (f" n) dÀ 
n e: N n+CJ:> 
Assim, 




foHfAn > t) dt. 
Agora, (f a n) é uma sequência monótona crescente que converge -
para f e cqmo À é. crescente, Ã({f A n > t}) decresce com n • 
. como À é positiva e monótona crescente, segue-se que 
·À é contÍ;,ua em quase todo. ponto. Portanto, À e integrável,o que 
· implica a rnensurabilidade da sequência À ( {f A· n > t}) . Assim, po-
demos ap~icar o Teorema da Convergência Honótona, que nos dá 
+ro 
lim r À ( {f A n > t)) 
n.,.co Jo 
+ro 
dt = ~ À ( {f > t)) dt = f f dÀ • 
• 
( 2. 3. 3) OBSERVAÇÃO: J lu dÀ = À (U) para todo elemento U de "\..!.. 
De fato: 
Se t > 1 teremos 
e assim, 
À({ lu> t ll = À(~l =o 
Se O <t-s; 1 teremos 
e assim 




J~~Ã( {lu> t}J dt = J~Ã( (lu> t}l dt +.r;:~ À( {lu> t}J dt 
= À(UlJ~at + J~o.at 
= À (U) • 
Mais geralmente: 
( 2 • 4) PROPOSIÇÃO: Seja n f = E. l.=l -e uma. 




Observemos que a função u definida por (2.2) assume o va 
lor À(Ui) para todo t que verifica a relação 
No caso de t satisfazer a relação n t ~ Ej=l cj teremos Ã( {f>t})=O 
Consideremos 
"'1 = cl 










n Desta forma, como para t ~ rj=l cj temos À({f > t}) =0
1 
segue-se que J+~ Ã({f > t}) dt =O, e assim podemos escrever: 
"n 
J f dÀ =f~~ À ( {f > t}) dt 
J"' = OÃ({f > t}) dt +j\c {f a, t))dt 
(2.5) ~OSIÇÃO: Seja À um etemen~o de A. Pa~a ~oda 6unção f 
da dlll>H J, 
J f dÃ = lim sup J g dÀ 
onde. g p~Jt.tenc.e. ao conjunto dl1..6 6unç.Õe..6 ·).imple..ó de. c:la.&.6e 
éJ' que mino~am f. 
DEHONSTRAÇÃO: 
Seja A o conjunto das funções simples de classe ~que mi 
noram f. 
Por (2.2) temos que 
u(t) = Ã( {f > t}) = À(U), 
e u(t) é função positiva e decrescente em (O,+eo ) ; 
Com efeito, u(t) é função positiva pois À é função positiva 
e u(t) é decrescente pois se t 1 < t 2 temos {f > t 1 } :;::, {f > t 2}, 
e a~sim, À(U1 ) ~ 
Seja s}, = 
e se)·a (t.) 
1 1' i'n 
Sabemos que 
uma 
seqüências f in i tas de reais/O=t
0
·<t1 < ••• <tn} 
destas seqüências do conjunto ~ • 
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(2.5.1) f f- n f d). = u(t) dt = lim sup E. 1 (t. - t. 1 > .u(t.) O n ~= ~ ~- ~ 
Oefin~mos u1 = {f > ~i} para 1 .:$i ~ n e construímos 
a seguinte função: 
A função g acima construída é simples de classe éJ e 
minora f~ 'pois se x<(U.·- U. 1 ).temos ~ ~- ' f(x) > t 1 e g(x) < f(x) 
. pois 
g(x). = t, - t ·= t ~ o i 
Portantp~ 
(2.5.2) g é um elemento de Aa 
Por outro lado, por (_2.4), ternos 
(2.5.3) 
Combinando (2.5.1), (2.5.2) e (2.5.3) temos: 
J f d). = lim sup J g d). • 
( 2. 6) PROPOSIÇÃO: Seja À um e!emen.to de A, f uma 6unção da c.la! 
H éJ' Um.U:a.da. e que H a.nuf.a. 6Ma. de um elemen-to U de "Ll 
-tal. que ).(U) Jeja. 6-[n.é.to. En.tão, 
J f d). = lim in f J g d)., 
onde g pe~Zenc.e ao c.onjun~o da~ 6unçõe~ ~lmple~ de ct~~e 
J que. ma.joJtam f. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja B o conjunto das funções simples de classe C1 que ma 
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joram f. 
Novamente por (2.2) temos que 
u(t) = À( {f > t}J = X(u) 
.é uma-fUnção positiva, e decrescente em (0,+00 ) (ver demonstração 
da proposição ( 2. 5)) • 
Seja ~:::{(t1 ) sequências finitas de reais/O<t0<t1 < •• tn}-
e seja (~j_) l~i~n uma d~stas sequêÍ'lcias do conjunto J>. 
Sabemos· que 
(2.6.1) Jf dÀ j:wu(t) dt = lim inf 
n 
Definimos u1 =={f > -t1 } para 1 ~ i ~ n e. construímos a se 
guin te ·função: 
n-1 
g = Ei=O 
A função g acima construída é simpl-es de ~lasse J e ma 
jor·a a função f, pois se x E cu1 - ui+l) temos t 1<f(x)<ti+l e 
g(x) = ti+l Portanto, 
(2.6.2) g é um elemento de B. 
Por outro lado, por (2.4), ternos 
(2.6.3) 
Combinando (2.6.1), (2.6.2) e (2.6.3) ternos 
J f dÀ = lirn,inf J g dÀ. 1 
Para que a integral definida acima em relação à função 
crescente À possua a propriedade de Beppo-Levi (concernente à 
passagem ao limite sobre sequências crescentes), é necessário e 
• 
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e suficiente que uma propriedade análoga ocorra para a função de 
conjuntos À. 
( 2. 7) PROPOSIÇÃO: Pa.Jt.a. .todo e..te.rne.n.to À d~ A aó .& e g u.i. n.te.ll c. o nd.i.-
uma 
ÇO~ó "ao equi.va..te.nte.4: 
I ai Jf dÀ = s}lp J f~ ÕÀ, 
paila todo e.teme.n.t.o f de J e palla toda ... .6 e.q ue.nda. C.lle.h-
c.e.n.t.e. (fn) de e.l.e.me-n.t.o4 de éf taü que f ~ sup l' 
n 
I b) À (U) ~ sgp À (Un) 
palla todo el~m~nto U d~ G(1 ~ palta toda Hqil,noia M~ó­
oente (Uni de etementoó de 'Utaü qu~ u ~ U Un • 
n 
(Em outlta.JJ pa..tavJt.ct6, À ê. n c.ont1nu.a. b.obJt.e 4 e.qüênc.:ia.6 
c.Jt.e..6 c.~n.t.e.4. ")" 
DE~IONSTRAÇÃO: 
lal=}lbl 
A condição {b) é um caso particular de {a.) quando se faz 
= 10 , onde para todo elemento U de G)J., U = U Un, sendo (Un) n n 
sequência crescente de elementos de '1_1. Logo, lu = sup 1 0 e n 
10 é um elemento da classe cf, pois 10 é função positiva e 
·(lu> t) é um elemento da classe 11. 
Como (101 }l$i~n é uma sequência crescente de elementos 
de J, pela condição I a) 
e assim por (2.3.3) temos ).(U) = sup ).(Uni· 
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lbl ~ (ct) 
Seja f um elem.ento de J' e ( fnl uma seqÜência Crescente 
de elernen tos de J ta~ que ·f = sHp _fn. 
Para cada real t estritamente positivo, {fn _> t}formam 
uma seqüência crescente de elementos de CU e U {fn > t} = {f > tJ. · 
~orno (~n> é ~a seqüênci_a crescente de elementos de J, ·. 
{fn > t} E "U. e também {f > t} E 'Upois f é wn elemento de J, 
ou. seja, 
Por I b I temos 
Ã({f > t}l = sup Ã({fn> t}) 
n 
Aplicando o_ teorema da Convergênciã r.ionótona, temos 
f+o~ À ( {f > f+~ . . t}) dt = s~p 0 Ã({fn > t}) dt, 
dÀ = supJ f dÀ 
n n • 
Contrariamente à precedente a propriedade que se segue 
é válida sem que se coloquem hipóteses suplementares sobre a fun 
ção de conjunto À. • 
(2.8) PROPOSIÇÃO: Seja H um conjunto de Zndiceó,~ um 6~!t~o 60-
b~e H, (fh)heH umct 6am1Ua de 6unçÕeó da c!ctM< J, (ch)hEH 
uma 6amZtia de núme~oh ~eaih pohi~voh, tendendo a ze~o ~e 
gu.n.do o óil..tiLo ~,f uma 6u.nç.ão da c..fa-6.6 e éT , ta..t que. pa.Jt.a 
todo h, f s fh + 'ch. Então, pa~a todo elemento À de A 





Como f ~ fh + ch temos 
{f > t} S {fh + ch > t} 
À( {f > t});; À( {fh+ ch> t}) , para todo h. 
segue-se que 
. f:: À ( {f > t} l dt ~ J:= À ({f h > t - ch}) dt 
h . 
$ J;= À ( {fh > s}) ds. , 
fazendo a mudança de variável s = t - ch . 
Passando ao limite quando h-~+~ temos 
lim 
·h- f += in f.,. À ({f > J' ch 
ou s~ja, 
t}) dt $ lim 
h+oo [
+= 
in~ 0 À ( {fh 
• 




- 1 h*, . Temos por hipotese que fh* ~ f para a gurn ass~m 
{ftt > t} ç {f > t} ) 
e portanto 
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À ( {fh• > t}) .$ À ( {f > t}) . 
Segue-se que 
f +m t}) dt .$ o À( {f > t}) dt 
ou seja, 
Portanto, 
(2.10) LEMA: Seja "Ll. um conjunto nao va.úo de pa~<.-te• de X •ail•-
6a.ze.ndo a. ~:.e.gu-<-ntí'.. c.oJ'I.d.i.ç.iio:" Pa.Jt.a. todo ··.,a.Jt de. c.onju.n.to.6 
M,N pelt.tenc.en.te.& ã.Gt\. a!J c.onju.n.to.6 MUN e Mn Nc pe.Jt.tenc.em 
'iil· 
ã. ~ ': En:tã.o dada. uma. 6a.mZ.tia. 6inLta(Mi) ,~··... de. c.onju.n.to.6 
41~n 
de~, ex~&.te uma. 6amZlia. 6Lni.ta (Nj)l~j$m de c.onjunto~:. de. 
CU.,, doi!:. a doi.6 d.i..&junto!J, .ta..L& que c.a.da. um do!:. ~'li ê Jt.e.unJ. 
ã.o de. um c.e.Jt..to núme.Jt.a de Nj. 
DEtiONSTRAÇÂO: Ver [ 3] ,pág 159. 
(2.11) DEFINIÇÃO: Jlize.mo.& que um c.anju:n.to não vazia <P de pa.IL.te..6 
de x é um CLAN H exü-te uma á.tgebllaJl:(•ob!Le IR) 6Mmada de 
(2.12) 
óunç.Õe..6 numêJUc.a.b ó..i.nLta..&, de.6..i.nida..6 em X, ta.i.6 que. a.& Jt.e.-
.taçõe• t1 e ip e *a•Jl•iio equ.[va.ten-te•. 
PROPOSIÇÃO: S.eja i!; O e• paço 
6ütLta• -taü que: 1)1 e 4:> ~ 1)1 
ve.toJr...i..a.l da!:. 6u.nç.Õe..6 numêlt..i.c.a.l:. 
= :Ec. lu onde M. e '\.l..c e. c1 •ao l. l'li l. 
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eoenieiente~ ~eai~ po~itivo~. Se ~ ê uma nunção de eOnju~ 
to, defJ-i.ni.da. e.m um c..ta.n 'U.,., então exi.-6te.. uma Únl..c.a 6oJt.ma. 
UneM( denotada .tambêm pM ?.) •obite ~tal que !.($H)=).(M)· 
paJto. .todo elemento H de '14· 
DEMONSTRAÇÃO: 
A unicidade da ~arma· linea:t: Â é evidente, pois as .funções· 
características de conjuntos de 'L.l, geram o espaço ·;e-torial i!J • 
Para provarmos a existência de~' é suficiente mostrar.-
que a relação te. WM = O, onde os M. são conjuntos não vazios -l.~ i l. 
pertencentes ã- ~01 _implica a relação ~ci À.(M1 ) =O. ~ 
Em virtude do .lema anterior, existe uma família finita -
(Nj) de conjuntos não vazios de~, dois a dois· disjuntos, tais 
que para cada índice i tem~se 1/JM. = 
~ 
$ = Mi 
donde Ic.a.. =O i l. -l.J para todo 
o é também escrita por l(fc1a~)WNj=O, 
Índice j. Em virtude da aditividade-
de À ternos Ec.À(!JI,) = EO: c.a.)À(N.) =O, o que demonstra a exis i 1 J.. ji l.l.J J 
tência de À. • 
A proposição seguinte fornece urna condição suficiente pa-
ra que a integral em relação à À possua a propriedade aditiva. 
(2.13) PROPOSIÇÃO: Seja !. um elemento ~e A. Suponhamo• que exi•-
ta. uma. 6unç.ão ad.it.iva. de conjun.to-&, p.lt.olongando À e de.6.i-
n-ida. no a.ne.l ClJ ge.Jt.ado poJt. "U. En.tíio 
f (f +. g) d). =f f d). +f g d). 
pa~a .todo pa~ f,g de elomon.to• de J. 
"(1) Para as noções de anel e de função aditiva sobre um anel,ver [3], cap.4,§4,n98. 
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DEMONSTRAÇÃO: 
Suponhamos que cada um dos núrrleros J f .dx, J g dÃ sejam-
flni tos. Designaremos pol:- 'U.. o conjunto cànsti tuído pelos elemen-
tos u de ~tais que ~{U) seja finitb, e por i.!J o espaço vetorial-
gerado pelas funções características dos ele~entos de ~-
Por (2.12) existe uma forma linear L sobre~, satisfa-
zendo a condição· L(lul = À (U) para todo elemento U !!e 'U,. 
Para que uma função simples f de classe éJ' pertença · à· 
~ {necessário e suficiente que sua integral seja .finita,e então 
por (1.6). e (2~4) temos Jf dÀ = L(f). 
De fato, (1.6) diz que as funções simples de class~ éJ 
sao aquelas que admttem uma representação da forma f== Ec1 101 ., 
onde (U.) 1 . é uma sequência finita decrescente de l. ~1$" n elementos -
-de 'U e c1 são coeficientes reais positivos;(2.4) diz que nas mes n 
mas condições da proposição (la6) Jt dÃ = 'Ei=l ciÀ(Ui). Assim,_ 
L(f) = L(Ec1 lu1 l = EciL(lu1 l = Ec1 À(Ui) = Jf dÀ 
A linearidade de L mostra que a relação a demonstrar é 
válida se as funções f,g são simples. Com efeito, 
Jcf + g) dÀ = L(f + g) = L(f) + L(g) =f f dÀ +f g dÀ · 
Passemos ao caso geral 
f+oo = o À ( (f> 
J+oo = o [À ( {f > 
t}) dt + J;oo À( (g > t}) dt 
t}) +À( {g > tll] dt. 
Agora, o conjunto {f + g > t} contém o conjunto 
({f > t} U {g >t}) e coll).o À e crescente e aditiva, segue-se que -
À({f + g > t)) '> À({f > t}) +À({g > t}). 
Assim, 
- 20 -
J:oo[),( {f ) t}) + ),( {g > tll] J+oo dt $ o À ( {f + g > t)) dt= J<t + g) dÀ 
ou seja, 
(2.13.1) 
Para demonstrar a -desigualdade oposta, suponhamos pri-
rneiramente f,g limitadas e coloquemos,·para todo inteiro n, 
. Então, 
· · -n -n 
f
0 
~ f ~ f 0 + 2 , gn ~ g ~. gn + 2 
_ e fn ,g
0 
sao funções simples de classe éf • (Assumiremos que para 
todo n fixo, os conjuntos {f> k2-n} e '{g > k2-n} são vazios pa-
ra k suficientemente gra~de) • 
Resulta, portanto 
J<fn + gn) d\ = Jfn d\ + Jgn dÀ 
Como f ~ f
0 
+ 2 -n , g ~ gn + 2 -n temos 




J<f + g) dÀ $ lim inf,. f (f + g ) dÀ. n :t n n 
1im inf.,-J(f + g ) d\ 
n ;J- n n 
=1im inf.,.(Jf dÀ 
n a n 
lirn in~Jg dÃ n ;.r n 
f (f + g) dÃ ~ lim inf,.....J f dÀ + lim inf,.......Jg dÀ. nu-n n..,n 
Como f
0 
~f e 90 ~ gtaplicando (2.9) temos: 
• 
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lim inf~Jf dÀ = J f dÀ e 
n d n 
lim in f Jg d). = J g d). n :; n 
e obtemos assim a desigualdade 
(2.13.2) 
Combinando as relações (2.13.1) e (2.13~2) ternos a i·gualdade de-
sejada. 
Façamos a demonstra·ção de _ ( 2.13. 2) para f ,g quaisquer. 
Para todo n, temos 
(f + g) A n ~ (f A n) + ( g A n) • 
Segue-se que 
j[<f + g) A n]dÃ ~ J[<f A n) + (g A n)]dÃ 
Pelo fato de (f A n) e {g A n) serem limitadaS _temos 
J[(fAn) + (gAn)]d;.=J(fAn) d).+JtgAn) d). 
e assim 
J[<f + g) A n]d;. ~ J (f A n) dÀ + J (g A n) d).. 
Consequentemente, 
SJlP J ((f+ g) A n)dÀ ~ SJlP[[ (f A n) dÀ + f (g A n)dÀ] 
{ s~p J (f A n) dÀ + s~p J ( g A n) dÀ. 
Decorre de (2.3) (d) que 
(2.13.3) J<f + g) d).~ff dÀ +Jg dÀ 
Combinando as relações (2.13.1) e (2.13.3) obtemos a 
igualdade desejada e concluímos a demonstração do teorema. • 
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3. A CLASSE DOS CONJUNTOS ;x, E A CLASSE DAS FUNÇOES Ji • 
Além das hipóteses fixadas em 1, introduziremos ago:z::a· 
outras suplementares. Suponhamos precisamente que ~é uma 'classe. 
de partes de X, possuindo as seguintes propriedades: 
( 3 .1) i1l t Jló 
(3.2). A reunião e a intersecção de dois elementos. de ~pertence 
à J\0. 
(3.3) A intersecção ·de uma sequência de elementos de ~ pertence 
à~-
Suponhamos ainda que a classe Xestej.a ligada à classe 
~ pelos seguintes axiomas: 
( 3. 4) Para todo elemento K de X, e para todo elemento U de '1.1, te-
mos K n Uc e: ;kõ e u n Kc € 'll 
(3.5) Para todo elemento K de J\ó, existe um elemento U de CU, tal 
que K c:. u. 
(3.6) Para todo par (K,U) tal que K€ 'J<b, U€~, KC U existe um 
par (K',U') tal que K'€ ~, U't-'l .. .L, K<=U'C::'K'c::-u. 
( 3. 7) Exemplos: Os axiomas impostos pelas cla.sses :Ko, 6),1 são veri 
ficados nos seguintes casos particulares: 
(i) Seja X um espaço topológico separável, localmente com-
pacto;~ a classe dos conjuntos compactos de X;~ a -
classe dos conjuntos abertos de X, ou de modo mais ge-
ral, uma classe de conjuntos abertos no qual a reunião 
finita ainda pertence a classe CU., formando uma base -
para a topologia de X e tais que todo conjunto aberto 
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contido num conjunto de CU. pertence à au,. 
(ii)Seja X um espaço metrizãvel (ou, mais geralmente, nor-
mal); 'Llcomo no caso precedente;~ a classe constitui-
da pelos conjuntos fechados F tal que existe ·um aberto 
U de "U com U =:>F. 
A verificação das condições (3.1) a (3.6) -sao irnedia-
tas. 
(3.3) ·PROPOSIÇÃO: Pa.Jr.a :todo pa.11. K1 ,K 2 de conjunto• düjunto• pe:<o 
te.n.ee.n.te.ll ã ~~ e.x..i..llte. um pa/f.. u1 ,u 2 de conjunto.& di.bjun..to-6 
pe11.tencen:t_. li 'U, :ta.t que K1= u 1 , K2 c:u2 • 
DEMONSTRAÇÃO: 





· e existe um elémento v 2 pertencente à CU. tal que 
K2cv2 • 
Vamos substituir v 1 por v 1 n K~ , onde podemos supor que a 
intersecção entre v1 e K2 é vazia. 
Em virtude de (3.6) existe um eler.tento u1 pertencente à CU. 
e um elemento a 1 pertencente à ~ tal que 
Kl <= ul= Hl= vl. 
Agora, suponhamos u2 = v 2 n H~ e daí temos a existência -
do par ul, u2 satisfazendo ul ::::> Kl I u2 :::::lK2. • 
(3.9) PROPOSIÇÃO:Seja.m u 1 ,u2etemen:to' de 'Ll e •da K um etemen:to 
de% :ta.! que KC u 1 U u 2 • Então exüte um pa.Jt K1 ,K 2 de -
elemento• de ~ :ta.t que 




Os conj~ntos Hi = K n·u~, Hz = K n·u~ sao disjuntos-
e pertenéem à ~por (3.-4). Agora, por (3.8) existe um par v 1 , -\_' 2 
de elementos de 'ti. com v1 ("\ v2 = JZI,· tal _que H1 c::. V 1 e H 2 c:=v 2· 
.Agora é suficiente supor 
Kl 
·segue-·se daí ·que. 
Portanto K = K1 U K2 • 
Resta provar que 
c Como K = K{' v 2 
Sabemos que Hz=vz ' logo 




(K 11 V~) U (K 11 V~) 
K 11 (vc U Vc) 1 2 
= 
= K 11 !11c 
= KIIX 
= K. 
K1 = u1 e K 2 cu2 • 
segue-se que K1 C K e 
c c 
Hz=vz e daí temos 
c 




. Analo9'amente demonstra -se quê ~ 2 c: u2. • 
Designaremos por c5(J(::d-, ou simplesmente por a5 ,a ela!_ 
se constituída pelas funções positivas f definidas em X e tais -
que o contunto {;f ~ t} .Pertence à .% para todo número real estri · 
tarnente posi.tivo. 
(3.10) PROPOSIÇÃO: Pa.JLa.. todo palt. f, g de 6u:nçõe• dll c.la.6.6 e é ' e 
pMil toao nu.me.Jt.o 1te11t poh-i..Uvo c, ILJ 6u:nçõe• cf, f + g, 
. + ~ 
f v g, f A g, .f A C e f - f A c = (f - c) pe.II.t:e.~tc.e.m ct 
c..ta.h .6 e. s . 
DEMONSTRAÇÃO: 
Queremos provar que (cf) é um elemento de ~ ; para isto -
devemos provar que {cf ~ t} pertence à ~ para todo número real 
t estritamente positivo. 
Como c e um número real positivo, podemos escrever 
{cf } t} = {f } ~} 
O conjunto acima pertence à~ pois ~ é um número real es-
tritamente positivo. 
Para provarmos que {f + g) pertence à cS , observemos que 




onde {f ~r} e {g ~ t-r} pertencem à~ ~ois f, g são funções -
da classe J; assim por (3.2) ({f } r} U'{g } t~r}) pertence à%. 
Portanto· {f + g_ ~ r} ·pertence à ~ pOis a intersecção 
-enumerável de elementos de $:'o é ainda um elemento de :x; . 
Sabemos que 
={: se f ~ g f v g se f <. g 
Assim, 
{(f v gl }_ tl = ;f>-- t: f~ gl·U {g ~ t: f< gl 
Como· {f ~ t: f ~ g} C::: {f ~ t} e' {g >-- t: f < g} C {g > t} ternos -
que· {f ~ t: f ~ g} e {g >;. t: f < g} são elementos de~ . Agora, 
por (3.2) tem6s que {(f v g} ~ t} é um elemento de~-
Por definição, 
f ag= {: 
se f< g 
se f ~ g 
Assim, podemos escrever 
, {(f A g} >, t} = {f >, t: f < g} U {g >, t: f >, g} 
Corno.{f ~ t: f< g} C::{f ~ t} e {g ~ t: f} g}C{g ~ t},os con 
juntos· {f >;. t: f < g} e {g ~ t-: f ~ g} são elementos de ](;. Por 
(3.2) decorre que {(f A g) >-- t} é um elemento de j0, 
Para a prova de que (f A c) pertence à classe S ,basta 







Sabemos que { f - c 
(f - f A c) = 
0 
se f ~ c 
se f ~ c 
Portanto, 
{(f - fAC) ~ t} ={f - c ~ t: f $ c} U {O ~ t: f .!; c} 
,; {f 
" 
t + c: f ~ c} U !il 
,; {f ~ t + c: f ~ c)C{f ~ t + cl. 
logo {f ~ t + c} E ~e aSsim (f - ·t A c) é um elemento da clas-
se J> • • 
( 3 .11) PROPOSIÇÃO: S~j a f uma 6u•ção 6-i-•Ü:a da ctaH e JJ e g uma 
6 unç.ão 6.ini..ta. da. c.la.6.6 e. J . E n.tão 
DEMONSTRAÇÃO: 
Devemos provar que para todo número real t estritamente -
positivo o conjunto {(g f)+> t\ pertence à 'Ll. Como t- f se g > f (g - f)+= 
o se g $ f 
podemos escrever 
. {( g - f)+ > t} = . {(g - f) > t: g > f} V {O > t: g <i f} 
= {(g - f) > t: g > f} u !il 
= {(g - f) > t: g > f} 
Por outro lado, 
{(g - f) > t} =. {g > f + t} 
Chamando t + f = t' > t , pois f é uma função da ~las se ~ , ternos 





. {(g - f)+> tl = u ( {g 
r>t 
roQ 
{g - f > tl = u s r>t r ' 
roQ. 
> r} n {f ~ r-tf) 
s = . {g > r} n {f ~ r - tlc 
r . 
De fato: 
Se x E {g ~ f > tl então g(x) > t + f(x). 
Portanto, pelo corolário·do Axioma de Arquirnedes, existe r E Q-
tal que g(x} > r e f(x) < r - t, ou seja, x e {g(x) > r} e -
x e· {f(x) < r- t} = · {f(x) ~r - tf. Assim, x é um elemento ·do 
conjunto . {g (x)· >.r} n· {f (x) -.tlc. Logo 




Como g é um elmento de ~ e f é um elemento de eS os 
conjuntos '{g >r} e '{f~ r- t} pertencem respectivamente ã-
'U.e :J<',.. Assim, por (3.4), Sr pertence ã "U. 
Finalmente, por (1.3), {(g - f)+ > tl <CU. por ser a 
união de uma sequência de elementos de cu_ contidos em· {g > t}. 
Para provarmos que (f - g)+ é um elemento de J) , deve-
mos provar que {(f - g}+ ~ t} pertence à% para todó" número re 
al t estritamente positivo. 
Sabemos que {f - g se f > g + (f - g) = 
o se f ~ g 
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Assim, 
{(f - g) + ~ t} = {(f - g) ~ t: f > g} u· {o > t: f~ g} 
= { (f - g) ~ t: f > g} u ~ 
= {(f - g) ~ t: f > g} 
= {f ~,t + g: f > g) 
Tomemos o se_guinte conjunto: {'f -:- g < t}.Assim,f < t+g. 
Pelo corolário do Axioma ·ae Arquimedes, existe um elemento r de· 
Q ta:j. que. 
f < r< t + g; 
Portanto podemos escrever 
{f - g < t} = u5c {f 




= \J ( {f ;, r f ri { g > r - t}) 
r>t 
r<Q 
Tomando o complementar deste cÓnjunto, resulta: 
{f - g > t} = (\ ( {f :;:. r} U {g > r - t } 0 ) 
"' r>t 
r<ll 
Por outro lado, 
{f - g ~ t} .c:: {f :::. t} 
Como g ê um elemento de tf e f é um elemento de eS os 
conjuntos {f >,.. r} e · {g > r - t} pertencem respectivamente à ~ e 
9Jl. Assim, chamemos 
· {f :::. r} = Kr , {g > r - t} = Ur e · {f :;:. t} = K. 
Ficamos com a seguinte relação 









K (\ {f - g ~ t} = K n ((\ (Kr U · u;>) 
r>t 
r<Q 
'{f - g > t} = (\ 
r>t 
(K n (Kr U uc)) r 
r<Q 
= (\ . 1 IK ·n Kr) ·U (K n uc)) r 
r>t 
r<Q 
Por (3.3) e (3.4) segue-se que {f - 'g ::, t} é um elemento de :K!J. • 
(3.12) DEFINIÇÃO: Viz~moh qu~ um~ cl~••~ 1& d~ p~~~e• d~ X ~­
d~n• ~ I em ~el~~iio ~o p~~ % :=u) • ~ p~U ~o do p~~ K. u com 
K E:\<., U <'U, K c:. u, exü~~ um elemento H E :!f, ~~l que 
KC:.HC:.U. 
Mais geralmente, dizemos que uma classe·~ de funções de-
finidas em X é densa (em relação ao par %, 'll) se para todo par 
K, U com K E :JG,, U e: 'li, K c:: U, existe um elemento h E 1& tal que -
(3.13) PROPOSICÃO: A cl~H~ ciJ'nJ>é den•~.(2) 
DEMONSTRAÇÃO: 
Dados um par K, U com K E%, ue:CU, K CU, podemos constr!! 
ir através da hipótese (3.6) urna família (U K ) de pares de r' r re:D 
conjuntos, tendo por conjunto de !ndices o conjunto D dos núme-
(2) Para ~sta demonstração. adaptamos o ~aciocínio clássico que permite demonstrar o 
teorema de:urysohn em um espaço ~ormal.(ver[2], §4,.n91, Teorema 1 e [11], pág. 130} 
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ros racionais diádicos(3) no intervalo [O,~, e possuindo as se-
guintes propriedades: 
(a) uo = u 
' 
K = x, ul = !ll ' Kl = K ' o 
(b) urc. KrC:. us para r > 5 
' 
(c) ur < 'U. para todo r 
' 
Kr <% para r t- o. 
Coloquemos. 
f= sup r~ 
re:D r 
Então, O~ f ~ 1. Por outro lado, a função f, que é i-
gual a 1 sobre o corijunto K1 = K e igual a zero. sobre o compl~­
.mentar do conjunto U
0 
= U, pertence à cln~em virtude das seguin-
tes relações: 
{f > t} -
{f ~ t} = 
para t >;:. 1 
U Kr = U Ur para O < t < 1 
r>t r>t 
(\ K ' 
r<t r· 
para t > 1 
para o < t ~ 1 
Portanto, existe f pertencente à classe áfn Jtal que -
lK $ f ~ lu , provando que a classe cl (\ J) é densa. • 
C3) Número diádico é wn n;;"'ero da f. orma k2-n, d k 
...... on e t:Z,nclR •. 
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4 ,A VERSÃO INTERIORl'<ENTE REGULAR DE Ul'<A FUNÇÃO CRESCENTE SOBRE 'l.J.. 
Seja A um elemento de A. Definimos, para toda parte E 
qe X, 
( 4 .1) ~*(E) ,;. inf' {À(V): E C. V, V<'l..L) 
(com a condição habitual: in f 9' = + o.1 • 
Designaremos, além ·disso, .por X_ , À+ os elementos de A 
assim definidos: 
( 4. 2) ~+(U) = inf {À* (K): U C:K, K o%}. 
( 4. 3) ~- (U) = sup' {À*(K) :K C:: U, K E:)<;,} 
(4.4) DEFINIÇÃO: Vo.do• u, v o'U, cUzemoJ que u chtii 601ttemente-
contido em V {em ~elação ã ela~~e ~J he exi~te um elemen-
to K E ::t<O tal que u c K c:. v. 
NOTAÇÃO: UC. CV 
com a notação acima, e sendo válida a hipótese (3.6}, as-
expressoes para À- e À+ se escrevem 
À- (U) = sup {À (V): VCC:: U, V<'U.) 





À_(U) = sup {).*(K): K Cu, K e :1«,} 
).* (K) = inf {).(V) : K C V, V E 'U} 
logo para todo V € 'U, V ::::::l K tem-se 
(4.5.1) 
Como )._ (U) = sup O* (K) : K c: u, K E% ) , dado E > o , 
existe K e: ~ , K C: U ·.tal que 
(4.5.2) L(U) - E < ).*(K) 
Combinando (4.5.1) e (4.5.2), dado e:: >O, existe Ke:J<, 
K C U tal que para todo V E 'l.L, V ::::> K vale a rE. :.ação: 
).-(U) -E <).(V) 
Como K c U, aplicando a condição ( 3. 6) , existe K' e:%, 
U' E '1J. tal que -KCU' C: K' C. U, isto e, U'C CU. 
Tomando v= U', temos vc:c=u e assim existe V e:~, 
VC C. U tal que 
Portanto, 
)._(U) <).(V) +E 
L (U) = sup 0 (V) : v= cu, V < 'U) 
Vamos agora provar que ).+(U) = inf{).(V): u=c:V,VE'U) 





& >O, existe K t: :}(,, K .:=JU tal que 
(4.5.3) 
* "I Agora, A · (:K) = inf O. (V) : K c. V, V E LA}, assim, dado·-
E' > O, ex,tste V e: 'U, V .:::l K tal que 
(4.5.4) • • À (K) + E > À (V) 
Combinando (4.5.3) e (4.5.4), dado e: > O,existem KE:"J(,,-
V e'U, UCKC:V, tal que 
À(V) - E'< À*(K) < À+(U) + E 
Portanto, dado r:''> -o eXiste v E 'll, uc._cv tal que 
Provamos assim que 
À+(U) = inf{À(V): UCCV, V E 'U}. • 
(4.6) DEFINIÇÃO: Se p~~~ um ce~to etemento u de9JL,À_(U) = À(U) 
(~eópectiv~mente,À+(U) = À(U)), dizemo• que~ 6un~~o À é· 
inte4ia~mente(~e6pectivamente, exte4lo~mente) ~egula~ 4o-
b~e "U (em JLet~çãa ã ct~He X. J. 
(4.7) DEFINIÇÃO: Vizemoó que À ê ~egu!aiL óob~e u óe À e ao meó-
mo tempo intenio4mente 4eguta~ e exte4io4mente 4eguta4 6o-
b.~e u , ou ••j~, À_(U) = À+(U). Neóte c~• o dizemo• que u ê 
um conjunto de )Legut~~dade paiLa À. 
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(4.8) DEFINIÇÃO: V~zemo~ que a óun~dO À é ~nte~~o~mente(~e•pec~ 
va.me.nte., e.x.te.úonme.n.te.l Jte.gu.t'..a.Jt .he. :e..la. ê .i.n.te.Jt..io![.me.n.te.(lle.!_ 
pec..Uva.meri.te, e.x..tvúoJtme.n.te) Jt.egula.Jt .õoh'Jte .todo elemento -
d . "" . e u..·. 
Vemos facilmente que 
· L- = À_ ; À++ = À+ 
Em outras palavras·: À_· é interiormente regula·r e À+ é exte 
riorment~ regular. 
Chamamos À- a versao interiormente regular, e À+ a versao -
exteriormente regular, da função À. 
Designaremos por A_('U.,'J=Gi), ou simplesmente por A_, o con-
junto 'constituído pelas funções pertencentes à À(~) e interior-
mente regulares em relação à classe~. Em outras palavras, A_ é 
constituído pelas funções da forma À_, onde À percorre A. 
(4.9) PROPOSIÇÃO: Seja À, ~ elemento• de A. Então 
(l + p)_ = l_ + ~- ; (l + ~)+ = l+ + P+ 
DEMONSTRAÇÃO: 
(l + ~) (U) = sup{(l + ~)(V): vc: c: u, V E''U.} 
= sup{À(V) + !J(V): Vc::c:: U, V <'U} 





A Última igualdade decorre do fato das funções À, ~ 
serem monótonas crescentés. 
Portan1;o, 
(À + uL (U) = L(U) + U-(U). 
Vamos· agora provar que 
= inf {À (V) + u (V) : UC.CV, V r 'l.L} 
= inf{À(V) :UCCV, V o'U,) + inf{u(V) :UCCV, VE'lL} 
A Última igualdade decorre do fato das funções À e ~ - · 
serem monótonas crescentes. 
Portanto, 
Por conseguinte, para que a função À + ~ seja finita e 
interiormente(exteriorrnente) regular sobre um elemento dado de 
é necessário e suficiente que estas condições sejam verificadas 
para cada uma das duas funções À, ~· • 
(4.10) PROPOSIÇÃO: Sejd À um elemen~o de A e ~ejd 1) umd pd4~e -
den<d de "U. E n~ão, p<t4<t ~o do elemen~o u de 'U 
À_(U) = sup{À(V) :VC CU, vdf} 
À+(U) = inf{À(V) :UC CV, VE'lÍ) 
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DEMONSTRAÇÃO: 
\r é parte densa de CU. , logo pàra todo par K, U com -
K c:kó, U E'U, KC u, existe rnn elemento V0 c'Ú tal que Kc:v0 cu 
Sabemos que 
À_(U) = sup{À(V): VCC:U, V c'\.l) 
logo, dado E > o, existe V e:-'U., vcc.u, tal que· 
À_ (U) - E < À (V) 
Como vccu,. existe K0 e: JG, tal que V C::. ~0 c: U.. Agora, 
pelo fato de K0 C:: U, ~orno\( é parte densa de~-, existe v0 e: 'Ú 
tal que ·v c. K0 c. V0 c:. u? isto é, VCCV0 • As si~, v e: V. 
Portanto, existe V e:: 1f, VC CU tal que 
À_(U) = sup{À(V): VCC:U, vc.if) 
Resta provarmos que 
À+ (U) = inf{l. (V) : UC:C:V, V E 'lf) 
Sabemos que 
À+(U) = i.nf{I.(V): UC:C:V, VE'U), 
logo, dado e: > o, existe V e:CU., UC.C:..V tal que 
Como uccv, existe K0 e:J<; tal que UcK0 c:V;1f é parte densa-
de OU.., logo existe V0 e:V tal que U C:K0 C V0 C V, ou seja,Uccv0 
Como V0 C V e V e: 'li temos que V0 também pertence à 'U.. 
Assim, dado e:> o, e}(iste V0 -~\f, uc:.c.v0 , tal que-
À+(U) + E> À(V0 ) 
Segue-se que À+(U) = -i.nf{I.(V0 ): UC:C:V0 , V0 d.f) • 
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(4.11) DEFINIÇÃO: Viz~moh qa~ ama paAt~ ~r d~ 91 ê Aiea(~m A~la­
~íio à elMH X. I u. P"A" tod<1. 6u.n~íio f d<1. elM• e J n S , o• 
-nume4o~ ~eaih t eh~4LXamenXe pohiLivoh pa4a Oh quai4 o 
conjunto'{f > t} não pe~tence ~\f óo4mam um conjunto 
máximo enume~âuet. 
no 
EXEMPLO: 'U (\ '}\; (onde ~a' designa o conjunto constituídc> 
. (I" .. 
-pelas uniáes enumeráveis de elementos de % ) é uma parte rica de 
'U. 
De fato: 
Seja D ~.{te: R: i {f > t} ~ 'U ÍIJ(.I!'} 
.Queremos provar que para toda função f da classe Qf t'\ .::b o 
conjunto D é no máximo enumeráVel. 
Para todo número· real· t estritamente positivo, considere-
mos a -sequência (t1 ) convergindo para t e consideremos a sequên-
cia (K
0
) de elementos de J<ó tal que Ki c Kj para i > j onde 
K· ~'{f > t.} ~ r ~ 
m U Ki ~ 1im Ki ~ lim( {f>-. ti}) ~·{f> t} 
i=l i~ i+w 
Assim, o conjunto {f > t} é um elemento de G}J. n 'J(,If" para 
todo número real t estritamente positivo. Logo D é vazio sendo -
portanto enumerável. • 
(4.12) PROPOSIÇÃO: A inteA•ee~íio de u.m<1. 6<1.mZli<1. enu.meAíivel de 







Seja ( ~) uma família entunerâvel de partes ricas de 'l.l. 
Queremos mostrar que Q1fn é urna: parte. rica de '1.1, isto 
e, queremos mostrar que para toda função f da classe ~n S, os -
números -reais t estritamente positivos _para os quais o conjunto 
{f > ;t} não pertence à n\.Ín,formam um conjunto no máximo enurne-
' n 
rãvel •. 
-Como (~) é·um~ 'família enumerável de partes ricas de 
~ , o conjunto 
. {t E I {f > tl f. 'Úx IJ k, \f~· Jl'\ii' } 
é no máximo enumerável. 
Por outro lado, 
logo; 
{f> tl t 11'\Í,, 
pois (\ '\.Ç,_ C 'LÇ_ para todo k. 
Portanto, para toda função f da classe érn J, os núme 
ros reais estritamente positivos para os quais o conjunto {f > t} 
nao pertence à n-~ formam um conjunto no máximo enumerável. • 
(4.13) PROPOSIÇÃO: Toda. pa.!t.te lt-i.ca. de 'll edeMa. em'U. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja Ú uma parte rica de ti. Então, dado um par de con-
juntos K, U com K E~, U e: U, K cu, existe por (3.13) um ele 
menta f E J n J; verificando a relação lK-$ f ~ lu· Para todo -
elemento t do intervalo (0,1), o conjunto 
• 
ut = {f > tl 
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é um elemento de 9J. compreendido entre K e -u. Po_r outro lado Ut 
é um elemento deU , a ménos de um conjunto enumerável de. valores 
de t. Isto mostr<;~. que a classe \f é densa·. • 
(4.14) PROPOSIÇÃO: Seja. À um elemen-to de A. 11~ elemento~ de 'll.-
pa!La. o~ qua.ü À ê -tegulaJL 6o-tma.m uma. pa.-tte JL.i.ca. de 'll. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Seja·'lf ={U<'U:À (U) = À+(U)} 
Dado f E J n J> considetemos as funções decrescentes tt+À {U) 
definidas no i.ntervalo (O,+co) , sendo U =·{f > t}. 
Se t 0 é um ponto de continuidade para es·ta função; {f > t 0 } 
·-e um conjunto de regularidade para À. De fato: 
~ sup(À( (f> t}): (f> t}c::cu0 , (f> t} oLl) 
= À{U0 ) pois t 0 é um ponto de continuidade. 
Por outro lado, 
À+ (00 ) = inf (À (V) : U0 CC::V , V < 'U) 
.$ inf(Ã((f > t}): U0 C::C(f > t}, (f> t}<'U} 
= À{U0 ) pois t 0 é um ponto de continuidade. 
Por (4.5) ternos que À. ~ À ~À+ 
Das duas relações acima, decorre finalmente que.{f > t 0 } e um-
conjunto de regularidade para À. • 
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(4.15) PROPOSIÇÃO: Pa~a todo pa~ À,~ d~ ~l~m~nto~ d~ A, a~ ~~-
gui.n..tell c.ondi.ç,Õe.ll !Jão e.qu..Lvale.n.te.6: 
(1) À e ~ adm-tt~m o• m~•mo• conjunto• de ~egula~dad~,- ~ 
c.oi.nc.i.de.m em cada um de.le.6. 
( 2) -À co.i.rr.c-i.de com 1..1 em .todo conju.n.to. que e um c.onjurr.:to 
d~ ~~guta~-tdade po~ ~· 
(3) À e ~ co-t,.c-tdem Job!Le uma pa!Lte ~ca_ de "ll. 
(4) À ~ ~ co-tnud~m Job~~ uma pa~t:e d~n~a d~ 'U. 
(5) À = ~-
(6) À+ = ~+ 
DEMONSTRAÇÃO: 
( 1) =} ( 2) : implicação evidente. 
(2) :>(3): Com efeito, os conjuntos sobre os quais~ é re 
gular fomam uma parte rica de '1l (ver ( 4 .14)) • 
(3) ~ (4): implicação imediata, pois toda parte rica é 
densa (ver(4.13)). 
(4)::::} ( (5) e (6)): À(A) = ll(A) para todo elemento A dei!, 
onde ~ é uma parte densa de~. Por ( 4 .lO) , temos: 
À_ (A) = sup {À (V) : VCCA, V E'\[} 




À+(A) = inf{).(V): Acc.V; V o'Ú) 
= inf {~(V) : ACC.V; V E\[) 
( (5) e (6)) ==':> (1): Seja Jl1ói,;,{U: À_(U). = À+(U)) um conjun-
to de regularidade para À e Jtfo2 = {U: ~-(U) = ~..,cu)} um conjun-· 
to de regularidade para ~- Consequentemente como sao válidas as 
condigões (5) ·e (6) ,- ~s funções À e 11 admitem os mesmos conjuntos 
de regularidade, o~ seja, ~J.=-JYb2 .. Assim, se u é um elemento '-
deste conjunto, :\(U) =À (U), ~(U) = ~-(U), e pela condição (5) , 
À(U) = ~(U). 
(5) ===> (3) : Sejam '\(= {U: À_ (U) = :1.+ (c)}, 
'11;.= {U: ~-CU) = ~+(U)). 
'\f"=~nV, 
Por ( 4 .14) 'i/; e 1.J;: são partes ricas de "U. e por ( 4 .12) 1J é 
uma parte rica de~- Por outro lado, para todo elemento U de~, 
temos 
l(U) = À_(U) , ~(U) = ~-(U), 
donde pela condição (5), 
À(U) = ~(U). 
(6)==}{3): Esta implicação é demonstrada como a preceden 
te. • 
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(4.16) DEFINIÇÃO: VüemoJ que doü elemento• ~. ~ de h Jão equ-1.-
vale.n:te.t. {em Jt.e.laç.ão ã. c.la.&.6e. :i<D} -'t,e ve.Jt.i6..Lc.a.m a.& c.ond-i.-
cõeJ equ.i.valenteJ. (1) -(6) da p!Lopo.Jcão p!Leeedente. 
Por exemplo, todo elemento ~ de A é equivalente, ao mesmo 
tempo, à sua vers-ão interiormente regUlar À_ e à sua versão exte 
riorrnente regular -A+ . . 
(4.17) DEFINICÃO: Seja~ um.eonjunto de pa!Lte• de X, ve!L.i.6.i.ean-
do a- c.ond.i.ç.ã.o ~ € }(h (ma..& não nec.e..6.6a.JÚa.men.te. e..6tâ.ve..t p~la. 
)Úl.un..ião 6in.ita.-), e heja. ct uma. 6u.nç.ão de.6.in.ida. em Jfb, C-'te.& 
c.e.nte., c.om a(~) = o. Vize.moé que a ê &u.b-a.d.<.tlva .6e pa.Jt.a 
quaüque!L que Jejam A1 , A2 , A elementM de ~ ve!L.i.6Jea!"c 
do a M.laçíio A c: (A1 U A2l, tem-H. a(A) ~ a(A1 l + a(A2). 
Dizemo.& que a é ad.i~va. .&e, pa.Jt.a qu.aL.6que.Jt. que. he.ja.m A1 , 
A2 , A elemento• de ]S ve!L.i.6-i.eando aJ !Lelacõeõ 
AC Al U A2 , A1 ('I A2 = ~ (resp. A ::::>Al U A2 , A1 r> A2=~) 
.tem-4 e 
As definições precedentes se reduzem evidentemente às de-
finições habituais de aditividade e sub-aditividade no caso par-
ticular onde a classe~ é estável pela reunião finita. 
(4.18) PROPOSIÇÃO: Pa!La toda 6uncíio ~ pell~encente à h, aó óeguin 
.te.ê concLi..ç.Õe.ê .&ão e.qt.ú.va..e.e.n.te..&: 




(b) Exüte um<t p<tJr.te JL.ée<t 'tf de 'li, t<>l que <t JLe<~tiL.é~iio 
de X ã: >J é wb-ad-i..ti.va(IL"P· <td-i..ti.v<t). 
(c) Exüte um<t ·pMte .den<l<t Ú de 'U,, tal que " ILe<lttú-
~ã:o de À ii Ú é <1ub-ad.é.ti.v<t (ILUp. ad.é.ti.va). 
DEMONSTRAÇÃO: 
·Trataremos a·demonstração para o caso de sub-aditivida 
(a) =9 (b): 
I': suficiente escrever "J = {U: À(U) = À_(U)}. 
Por ( 4 .14) Ú é urna parte rica de <tJ.. Como À é sub~ 
aditiva e coincide Com À, segue-se que_ À!~ é sub-aditiva. 
(b) =?(c) : 
Esta implicação é imédiata pois toda parte rica de 9.1 
-e densa (ver (4.13)). 
(c)=? (a): 
Seja V uma parte densa de '1.1 tai que a restrição de À 
ã \J seja sub-aditiva; sejam u 1 , u 2 quaisquer elementos de 'll . 
Para todo elemento V de V fortemente contido em u1 U u2 ,existe 
em virtude de (3.9), um par v 1 ,v2 de elementos de Ú tal que 




Por outro lado, 
e assim, existe vi E '\f , i = 1,2, tal que 
X (Vi) ~ X_(u1 ) , .i = 1,2 • 
Substituindo este resultado em(4.18.l) vem: 
(4.18.2) 
Por outro lado, 
logo, dado E >o, e~iste V0 E 'V tal que 
(4 .18.3) 
Por (3.9) existe Vi 1 V2 elementos de 1f tal que 
V0C.C:.Vi U Vi , Vi C: C:: U1 , V_2C:.c:..U2 
e assim como À é sub-aditiva, 
X(V0 ) :i X(VÍ) + X(V:2) 
Substi_tuindo o resultado acima em(4.18.3) temos 
X_(Ul U u 2) ~ XCVíJ + XCV;2) +E 
e por (4.18.2) 
X_(Ul U u 2) ~ X_(Ul) + X_(u2) +e 
Em virtude da arbitrariedade de E, temos finalmente 
pr_ovando a sub-aditividade de À_. • 
' ... --
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5. CONDIÇÕES PARA QUE UMA FUNÇÃO CRESCENTE SOBRE 'U POSSA SER 
PROLONGADA A UMA MEDIDA. 
Nosso propósitO agora é alcançar condições suficientes 
para ,que uma função l da classe A seja a res.trição à CU. de uma -
medida, ou seja:, de urna função enumeravelmente aditiva definida 
·em um anel de conjunto~. Vamos nos preocupar com o problema da e 
Xistência de um prolongamento de l que seja aditivo, no sentido 
finito, em um anel gerado por 'l.l. 
(5 .1) TEOREMA: Seja. À uma. 6un~ão da. clMH A {.i.Jto é, uma. 6un~ã.o 
peJttencente ã. cla.M e A e .i.n.teJU.OJtmen.te Jz.egul<tJt) • Veó.i.gna.Jz.!; 
mo6 pa-1 Ã* a. 6unçã.a de6.[n.i.da. poli. (4.1) no conjunto de todM 
M pa.11.tu de X, e polt ,/L o a.nel ge11.a.do po!t 'U. A6 Hgu.i.nte~ 
_c.ondiç_Õe..6 l:JÜ.o e.Qu..i..va.le.nte.6 {4) : 
(1) Ex.i.~.te uma. 6un~ã.o de6.i.n.i.da. em JL pll.olonga.ndo J.. 
(2) Pa.Jz.a. todo pa.Jz. o,v de elemento6 de 11. temo~ 
À(UUV) + Ã(UI"\V) = À(U) + Ã(V) 
(3) À é a.d.i.t.i.va. e 6ub-a.d.i.t.i.va.. 
{4) Pa.JLa. :todo pa.Jt U,V de e..te.men:to-6 de~~ c.om UC V, :temo.s 
À(V) = À(U) + À* (V,U) 
{5) Todo elemento u de 'Ll é. men.6uJtâ.ve.t, no· .se.n.t.Ldo de Ca-
JLa.thêodaJLy, eorn ~Le6pe.Lto à f, i6to ê, ve}[..[6.i.ea. a 
{4) Para a equivalência entr~ (!) e (2) ver [ls], Teorema 1.2 (ohde ~ é suposta fi-
nita) e [9], Teorema 1.9 e 1.22 (onde é suposto X ~::CU e ).(X) = 1). Para a equivalência 
entre (4)_ e (5), ver[12), Prop.i.2. Para a implicação (3);::;}(4~, ver[12] prop.4.3. 
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1.* (E) = 1.* (E 11 U) + 1.* (E ('I Uc) 
pa4a todo hubcanjunto E de x. 
(6) A JLUtiÚçiio de 1.* <to <tnef. Jt ê <td.i:.ti.vo.o 
. DE1.!0NSTRAÇÃO: 
(1) =} (2) 
Dados dois conj'untos U, V Pertencentes à 'U., as seguin 
tes -igualdades são válidas: 
U = (U 11 V) U (U-....V) ; V = (U 11 V) Ü (V...._U) . 
Como por (1) existe uma. função aditiva definida em vi prolonga~ 
·do À, temos 
Ã(U) = Ã·(u 11 V) + 1-(U-....V) ; I.(V) = I.(U 11 V) + Ã(V-....U) 
Somando as duas igualdades acima, resulta 
(5olo1) I.(U) + I.(V) = À(U 11 V) + Ã(U 11 V) + I.(U,V) + I.(V,U) o 
Por outro ladov 
U U V = (U-....V) U (V-....U) U (U 11 V) 
Novamente pela aditividade de À temos 
(5ol.2) I.(U U V) = I.(U-....V) + 1-(V-...U) + I.(U 11 V) 
Substituindo (5ol.2) em (5ol.1) vem 
I.(U) + I.(V) = I.(U !IV) + À(U UV) o 
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(2) =? (3) 
Por (2) temos que 
À(U ('\V) + À(U UV) = À(U) + À(V) 
Podem ocorrer dois casos: 
U('\V=~ ou unv;l~. 
No primeiro caso ).(U~ V) =O, e assim 
À(U VV) = À(U) + Ã(V) 
provando a aditividade. 
No segundo ca~o ).(U ~V) > O, e assim 
À(UVV) ~À(U) +À(V), 
provando a sub-adi ti vidade de À em 91. 
(3) =} (4) 
Devemos provar que para todo par u, V de elementos de 
'\...1 , com U c::. V, 
Ã(V) = Ã(U) + Ã*(v-..u) 
Corno U c::: V, podemos escrever 
V = U U (V-..U) 
Aplicando 'J..* à igualdade acima, vem 
À* (V) = l (U U (V-..U)) 
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De acordo com a definição (4.1), segue-se que 
À* (U U (V-....U)) = inf{À(H): U U (V-....U) C: H, H € 'U} 
Tomando H = U U H' onde H' €. 'l1. , H'.:::::> V 'O temos 
= inf{À(u·u H'): u 0 <v-...u>=u uH'. ; H' e "\.1} 
= inf {À (U) + À (H') : U U (V'-U) C: U UH' ; H' E '\1} 
{i À(U) + inf{À(H'): H'=<v-...u); H'e'U.} 
Como inf!À(H'): H'= (V'-U); H' E 'li.} = t (V'-U),se-
gue-se que 
À (V) 
Pelo fato de À ser interiormente regular, para demons 
trarmos a desigualdade oposta, é suficiente verificar a desi-
gualdade 
À (V) ~ À (T) + À* (V'-U) 
para todo elemento T de (.oU fortemente contido em 'U. 
Como TC.CU, existe um elemento K de%, tal que 
TC:::KC:U. 






T u(v-....K)c:: v .• 
LQgo, pela adítividade de À, obtemos 
Ã(T) +J(V-...K) <' Ã(V), 
Por outro lado,. 
Tomando H = \T'K..:::::) v ........ u. segue-se pela definição de ínfimo que· 
Assim, 
Ã(V) ~ Ã(T) + À* (V-...U) , 
como quer!amos .. 
(4) ~ (5) 
Dado um par de conjuntos U, V de elementos de 9UL com 
uc=v, podemos afirmar que v n uc::v. Assim, por (4), temos 
(5.1.3) 
Seja VE'U tal que V=>E, logo 
vn u ~E nu, 
e pela definição de X* ~edemas escrever 
À* (E n U) = inf {À (H) : E n U c: H, H E- 'lL}. 





À* (E n U) ~ À (V n U) 
Substituindo-se o resultado acima em -(5.1.3) ternos 
(5.1.4) 
Novamente, p13la definição de À*·, 
Considerando H = V n Uc ::>.E A U.C, segue-se pela defini' 
çao de Ínfimo que 
Substítuindo-se a relação aci.ma em (5.1.4), obt_emos 
(5 .1.5) 
Agora, pela definição de À* , temos 
À*(E) = inf{À(H): H=E, HE.'U.} 
logo, dado e: > O, existe V e: 'U tal que 
(5.1.6) À* (E) +E :;, À(V) 
Resulta das desigualdades dadas por (5.1.5) e (5.1.6) 
e da arbitrariedade de E,que 
(5.1.7) À* (E) " À* (E () U) + À* (E (I U0 ) • 
Resta provar que 
À* (E) ~ À* (E n U) + À* (E (I U0 ) 
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Consideremos V' , V'' elementos de '\..1 tais que 
' 
V'_=::::, E (\ U , . V" =:::J E (\ UC, 
Logo, 
V' U V" = (E () U) U (E () Uc) = E , 
Pela definição de. À* 
= in f {~ (V) : (E (\ U) Ú (E n Uc) = V, V~ "U ) 
~ ~ilf{Ã(V' U V"): V'.::=>E nU, V".=:>E ("'\ Uc ; V' , V"E.'U} 
~inf{A(V') + Ã(V'~: V'=>EnU, V 11 ::::::>EA u 0 ;V', V"e.'li.} 
_A Última ·desigualdade decorre do fato de À ser sub-aditiva .• 
Assim, 
~*(E) .:i inf{~(V') :V'= E('\ U, V' e 'U) + inf{~(V") :V":::::>Enuc,V'"«'IJ) 
ou seja, 
(5.1.8) ~* (E) $ ).* (E () U) + ~· (E n Uc) • 
Finalmente, combinando as desigualdades dadas por -
(5.1.7) e (5.1.8), fica demonstrada a igualdade. 
(5) ~ (6) 
Designemos por~ a classe constituída pelos conjun 
tos mensuráveis com respeito à Ã* • ..J'r'G, é um anel e a restrição 
de Ã* alto é aditiva; se 'U.. está contido em~, também está-
em Jt , e a restrição d~ X* a Jt é aditiva. 
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(6) =} (1) 
Esta implicação é evidente. •: 
(5.2) COROLÁRIO: Seja À ~ma 6~nção da eta••e A. S~ponhamo• À 
·adi..:ti.Va. e .&ub-a.d...i..ti.va., e de..&.i.gnem.o.& PO'!- if o c.onjunto -
eon•t:.u~Zdo peta• etement:a. de "U pal!.a o• q~a.i.• À é 6-L-
n.i..ta. e. Jt.e.gu!a.Jt. S_e. v1 , v2 .&ão e.le.me.n.to.& de. \f, então 
v1 n v 2 e v1 ú v 2 
.6 a. o e..teme.n.to.& de. 4.!. 
DEI~ONSTRAÇÃO: 
Para a demonstração, trocaremos À por !.._,pois estamos -
supondo À interiormente regular.O teorema anterior mostra en-
'j ·tão que À é .a -restrição à. GUde uma função- aditiva ll, defini-
da no· anel gerado por~. Então, dados os elementos v 1 , v 2 ~e 
\(existem elementos ul' u2 de~ tai~ que 
v 1 c.c= u1 para 1 = 1,2. 
Agora, por ( 4 .14) 'Ú é uma parte rica de 'U e daí -
é densa (ver (4.13)), donde por (4.10) 
À_(u,) = sup{À(V.): v.c.cu., v1e'lf , i= 1,2} .... l.. .1.. l. 
Pela definição de supremo, dado E> O, existe v1 €\f 
tal que 
ou seja, 







Pela parte (4) do teorema anterior 
Como v.==U· ~ . ~ para i = 1,2 , é válida a relação 
Aplicando n:ovamJnte a parte (.4) do teorema anterior 
-~ e aditiva, decorre que 
e por (5.2.1) concluimos que 
ou seja, 
Portanto, dado € > O e v1 u v 2 , existe u 1 U u 2 e.~, 
u1 U u2 .=> ::>V1 u v 2 tal que 
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Provamos assim que (V 1 U Vi) pertence à dJ .· 
Prova-se de maneira análoga que(V1 () V2) pertence à .:Ú. a.· 
De~ignaremos por ~cr' (respectivamente 9J.s.} a classe .-
constituída pelas reuniÕes ·enumeráveis de elementos de% (res-
pectivamente pelas intersecções enumeráveis de elementos de~). 
De aCordo com a terminologia de [14J , [16] ,diremos. que 
j(? é Compacta!' ou e..nume.Jt.ave.lme.n-te. c.ompa.c..ta) se toda família enu 
-. 
merável de elementos de JG cuja intersecção é vàzia, admite uma 
sub-família finita com intersecção vazia. 
(5.3) PROPOSICÃO: Sejd À umd 6unç~o dd cld~~e A. 
c ia 
(a) Se À i i..nte.Jti.oJtme.n.te. Jte.guf.a.Jt e he. a c..tahlH~.% ê. c·om-
pa.c;ta., À e co n.tlnua. h obJt.e. h e..q üênc.i..a..ó e/te.& c.en.te.& • 
(b) Se À é c.on.t1nua. hobJte. .6e.qÜê.ncA.a..6 c.Jte..óc.e.n.te..& e .&elic:.~a'' 
À ê i..nte.Jti..oJtme.n.te. ~egula~. 
DEMONSTRAÇÃO: 
(a) Seja U ~ 0 um elemento de~ e seja (Un) uma sequên-
crescente de elementos de 'Ll com lim U = U. n n 
Se V é um elemento de 91 fortemente contido em U, temos -
V c:= Un para n
0 
suficientemente grande, do fato de JG ser com-
o 
pa~ta, pois consideremos 
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Kl = K (\ U0 1 




K = K (\ U0 
n n 
Formamos assim uma sequência de elementos de :Ko. (Ver 
(3.4)). 
~ 
Observemos que nQlKn = ~ , po~s 
~ ~ 
(\ K = (\ (K (\Un°) 
n=l n n=l 
~ 
= K (\ ( (\ un°l = Kn<uUn) 0 = Kf"\U0 e KC u. 
n=l n=l · 
no 
~ogo, como a classe 10 e compacta, existe n0 ~m tal que 
Assim, existe n0 E lN tal que Un0 :::I K ~V. 
(\ K ="' 
n=l n "' 
Como u = lim U com 
n n ui c::. uj para. i ~ j,segue-se que 
existe n0 € IN tal que v c: un para n '} no· 






);_(U) = sup{l(V): VC::C::. U, V é 'U} 
Portanto, pela definição de supremo, dado e: > O, existe V~i'Ll 
tal que 
(5.3.2) l_(U) -E$ À(V), 
Combinando (5.3.1) e (5.3.2) temos 
I : -
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Corno E é arbitrário e À é interiormente regular,ternos 
(S.:i.3) 
Cada U0 está contido em U pois (Un}· é sequên~ia cres-
cente de elementos de~, logo Ã(U0 ) ~ À(U) para todo n. 
Decorre da! que 
(5.3.4) 
De (5.3.3) e (5.3.4}. concluímos que À é contínua sobre 
sequências crescentes. 
(b) Em virtude da hipótese 9.lc:::%a-'", podemos dizer 
que U e: CU... é urna união enumerável de elementos de % , . isto é 
' 
Seja (K~) uma sequência crescente de elementos de ~ 
construída da seguinte maneira: 
Assim, 
K' = 1 







Como Kic= U para todo i, aplicando (3.6), segue-se que 
• K.c=. u.c:. K. c= U para todo i, i = 1, o o o ,no 







u~ = i~l ui 
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construímos uma sequência crescente (UD.> de elementos de.9..l sa-








K! c U 
l. i=l 
U , donde se conclui que U = 
n 
u i=l Ui_ • 
Por outro lado, u~ c i'dl Ki c: u. Logo, U~ c:.. c:::. U. 
Assim, para todo V c:. c=. U, existe 
V c K' c:::= U' c= U. Portanto 
n n 
K' pertencente à 16 
n 
À (U) = sup{À(U~): u~cc:u, u~ o;"Ll) 
Como À é contínua sobre sequências crescentes, decor-
re finalmente que À_ (U) = À (U) • • 
O teorema seguinte fornece condições para que uma fun 
-çao À de class~ A_ possa ser prolongada a uma medida. 
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(5.4) TEOREHA: Seja À uma 6unçã.o da ciaHe A_ Su.ponhamoh À adf 
tiva. e Aub-a.di.Uva., e. de..ói.gne.mo.& polt. À* a -&unç.ã:o de.6inida. 
no canjun~o de. toda.& a& pa.Jt.te.& de. X polt. 
À*(E) = inf{/.(V): E c:: V, V <''U.l. 
A.& .óe.guin.te..ó c.ond-i.ç.Õe..ó . .õâo- e.quivaie.n.te..& (S) ; 
(1) Ex.üte uma med.i.da que pltoionga_ À. 
(2) À e e.on.tZnua.· .õOblt.e. .óe.qilênc.la..ó C.Jt.e..& c.e.n.te.A'. 
(3) À ê e.nu.me.Jt.a.ve.lme.nte. bub-a.d~ti.va.. 
(4) A JtehtJtiçã.o de 1.* ã cüHe coMtLtulda peloh elementoh 
de. 9...l e poJL .&e.u.ó . .óu.bc.onjun.to!J é e.nume._Jta.ve..tme.n.te. .&u.b-
aditiva_. 
(5) A Jteh.tJtiçã.o de 1." ao anel geJtado polt 'U. ê enumeJtavel-
m e n.t e. _a. di .ti. v a.: 
DEMONSTRAÇÃO: 
(1)=}(2) 
Seja (Ui) uma seqüência crescente de elementos de ~ com 
u =Y ui' u0 = lll· 
Consideremos uma seqüência (ui> construída da seguinte ma-
neira: 
' u1 = u1 
u' 2 = u2-....u1 
• 
' u = n 0 n ....... ·0 n-l 
(5) Ver[4] (com a hipótese suplementar 'll c.~e >. finita) ·[s] -ao IV (§1 N 4 T 
.. • , ..... • • , • eorema 
§2,N.3 ~eorema· 5) e [12} prop.4.4~ 
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. ' -A seqUência (Ui) e crescente e seus elementos sao dois 
a dois disjuntos, logo v u~ = u. 
~ 
Por outro lado, pela hipótese (1) ternos 
À (U) = À • ( y ui.> 
* ' pois = • À (Ui) , ~ 
i • 
= lim 
"k=l À (Uk i 
= lim À* (Ui) 
i 
À* - aditiva. e 
- uk-1> 
.A Última igualdade decorre da hipótese(!}, provando as 
sim que À é continua sobre seqüências crescentes. 
(2) =? (3) 
Seja (U1 ) uma seqüência de elementos de ~ tal que 
U ui = u , u e ~-L 
i 
cente e 
con·struamos a seguinte se<;iüência: 
. -
Desta forma a sequencia (U!) assim construída e eras-~ 
v u. = V u' = u. 
i ~ i i 
Logo, 
À (U) ' ' =Ã(VU.) =Ã(VU.) =supÀ(U,), i ~ i ~ i • 
pois À e contínua sobre seqÜências crescentes. 
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Ternos por hipótese que X e sub-~ditiva, logo 
n 
X(i"JlUi) n <; Ei~lX(Ui) 





lim(E, X(U.)) = 
TI+oo ~=1 1 
E X(U.) 
i=l 1 n+ro 
__ ·Par outro lado,_ · 
n 
lim (À( U U.)) - lim 
n-00 i=l 1 n 00 
h • À ( U U.) ~ sup 
i=l 1 i 
A Última -igualdade decorre do fato de A Ser contínua sobre se-
qüências crescentes. Assim, 
(3) => (4) 
A função "- é suposta e·numeravelmente sub-aditiva. 
Seja E urna parte de X contida em um elemento V deU e 
seja (En} uma sequência de partes de E com ~En = E. 
Por outro lado, dado E>O, existe para todo n, um ele-






O conjunto U contém o conjunto E e é um elemento de ~' 
de modo que 
ro 
À* (E) ~ À* (U) = À (V (\ (n~l Un)) 
• ro 
<; "n=l À (V n Un) , por (3). 
. .i 
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Portanto pelá arbitrariedade de 8 conclui-se a afirma-
çao. 
(4) =? (5) 
Em virtude de (5.1) a restrição de x* ao anel gerado-
' por~ é aditiva; se a condição (4) é satisfeita, esta restrição 
é também enumeravelmente sub-aditiva, donde também enumeravelmen 
te aditiva. 
(5) =:::} {1): esta implicação é imediata. • 
Um outro critério Útil, que permite reconhecer se uma 
dada função pertencente à classe A é a restrição a~ de uma medi 
da, é fornecido pelo teorema seguinte. 
(5.5) TEOREMA: Sejam À, 11 duaf.t óu.nç.Õef.t a.di..tiva.6 da c.f.a..6.6e A..Se a. 
· óu.nç.ão v = À + 11 ê 6inita., inte4io~me.nte ~egula.~ e p~olon­
gâve.l a uma me.d.Lda., o me..6mo va.te palt.a a.f.t óunç.Õe..6 À e 11·• 
DE~IONSTRAÇÃO: 
Primeiramente, as funções À e 11 sao finitas e interiormente 
regulares, em virtude da conclusão da proposição {4.9}. Estas fug 
ções são além disso, contínuas sobre seqÜências crescentes, visto 
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que no caso contrário teríamos a existência de um elemento U de~ 
e de. uma _sequência crescente (Un) de elementos de·~ verificando 
as relações 
Em virtude do teorema (5.4) é suficiente verificar a 
sub-aditividade de À e ·u. Então, dado um par u, V de elementos de 
~ , podemos· escolher {em razão ~a regularidade interna de À é 1J) 
duas sequências {Un) , {Kn) de .partes de CU., tal que 
Então, 
(5.5.1) 
À (U) = lim À (Un) 
n 
Coloquemos 
Por outro lado os conjuntos Un e Vn = V n K~ sao disjun 
tos e estão contidos,respectivamente, em U e V, de modo que 
e por conseqüência 
(5.5.2) lim(À(U) + À(Vn)) <= À(U UV) 
n n 




Mas; a sequência (Un) é crescente e tem T por li~te, 
enquanto que a sequência {Vn) é decrescente ê tem por limite o. 
conjunto 
Conseqüentemente a sequência (Un U Vn) te·m por limite 
o conjunto T UV. 
Em vtrtude de ser v finita e prolongável a urna medida, 
resulta por (5.5.1) que 
(5.5.4) lim(v(Un) + V(Vn)) = V(T UV) = v(U UV) 
n 
Comparando esta igualdade com {5.-5 .. 2) e (5.5.3) vemos 
que as desigualdades são de fato igualdades. Resulta portanto -
que 
). (U U V) = lim (). (Un) + ). (Vn) { ). (U) + ). (V) 
n 
Como a mesma desigualdade é válida para a função ~,s~ 
gue-se que as funções À e ~ são sub-aditivas, concluindo a de-
monstração. a 
6. O TEOREHA DE RIESZ GENERl\LIZADO 
Nos proporemos agora mostrar que algumas propriedades 
de uma função de conjuntos da classe A se traduzem pelas propri 
edades da integral correspondente, considerada como um funcional 
sobre a classe cln ~ou sobre uma parte densa desta classe. 
( 6 .1) 
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PROPOSIÇÃO: Sej~ À, ~ du~ó óun~Õeo d~ ol~••e A, equ~v~len 
teo no oenUdo de '(4.16). Entiio 
P""-~ todo e.femento f de r[J () OS. 
DE!IONSTRAÇÃO: 
Pelo fato de ~, p serem equivalentes, elas coincide~ sobre 
uma· parte rica de 91. Isto significa que, para todo elemento f .de 
Jn S, o conjunto constituido pelos números reais t estritamente 
positivos tais·que a relação 
Ú{f > t}) =~({f> t}) 
nao seja válida, é no máximo enumerável. 
A conclusão resulta diretamente da definição (2.1) de in-
tegral. •. 
(6 .2) PROPOSIÇÃO: Sej~ e um~ pM..te denóo. de .if (\.!). PM.o. .todo e-
lemento À de A e p~4~ .todo elemento u de~. temoo: 
L(U) = sup{ J f dÃ: f {lu., fo8} 
DE:10NSTRAÇÃO: 
Para todo elemento f de e I sendo válida a relação f ~ lu } 
aplicando (6.1) segue-se que 
J f dÃ = J f dL { J lu dL = L(U) 
' 1 
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Seja V_ um elemento de 91 fortemente contido em U. Logo 
exis-te um elemento K pertencente à~ tal que Vc: K c=.U .. Çomo@.. 
é uma parte densa de cif' f'\ tS,_ existe um ele~ento f de e_ tal que··-· 
lv ~ f ~ lu . Resulta daí que 
À (Vl = J lv dÀ ~ J f dÀ. 
Assim,' 
(6.2.1) À (V) ~ f f dÀ -~ À-(U) 
Por definição temos: 
L(U) = sup{Ã (V) : Vc.cU, Vo'll}, 
logo dado e: > O e dado UE:: 9..1, existe Ve: 9..1, V c: cU tal que 
(6.2.2) L(U) -E~ À(V) 
COmbinando (6.2.1) e (6.2.2} resulta que 
L (U) - E ~ f f dÀ < À- (U) 
donde se conclui que 
Procedemos de maneira análoga para concluir que 
À+(U) = inf{Jf dÀ: lu~ f; fE8}. • 
(6.3) COROLÁRIO: Seja. e ama. pa.Jt.te denl>a. de J'n S. Pa!La qae doü 
~lemento~ À, ~ de A ~ejam e.qu~vate.nte.~ no ~e.ntido de(4.16) 
ê. nec.e..&hâ.JÚo e ·.&u6J..c.J..e.n:te. que.-
i -
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f f dl. ~ f f d~ 
DEMONSTRAÇÃO: 
Para provarmos a necessidade; basta aplicarmos a prop~ 
sição. (6 .1). 
Para a suficiência, aplicando a proposição (6.2) resul 
. ta: 
À- (U) ~ sup{ J f di.: f -{ 10 , f d2 .. } 
~ ~-(U) o 
À+ (U) ~ inf{ J f dl.: lu~ f ' f o e} 
~ inf{ I f d~: lu~ f ' f .e} 
~ ~+ (U) o 
Assim, as funções A e 1-L verificam as condições (5) e (6) 
da proposição (4.15), e portanto são equivalentes no sentido de 
(4ol6)o 
O teorema seguinte trata-se da representação integral 
de um funcional definido em uma parte densa de Jn.~. Ele gene-
raliza o teorema clássico de Riesz-Markov . 
• 
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(6.4) TEOREI-!A: Seja. e uma. pa.ltte denoa. de Jn0, pooou.i.ndo a.o Oe-
guinte.~ p~op~~e.dade.~: 
.{a) toda. 6u.nçãD pe.Jt:fe.nc.e.n·.te. à e ê. nu.la. .60bJte. O c.omple.me.nta.ll 
de um etemento de ~-
(b) pa.!ta. todo etemento f de 8 e P""" todo numelto !te<lt c po-
.6lt1..vo, a..6 6u,nç.Õe.6 cf, f,..,c e f - fAc = (f - c)+ pe4.te.n-
oeni ã 8-. 
Seja J uma ap.t.ic.çr.ç.ão c.Jt.e.õc.en.te de e em JR+ .ta.t que., palla ·to-
do-e.le.me.nto f di e e paJta todo nu.me.Jto Jte.al c po.61..t1..vo, .tem-
(1) J(cf) = cJ(f) ; 
(2) J(f) = J(f"c) + J(f - fAc) ; 
(3) J(f) = sup_ J(fAn) (6) 
nolN 
J (f) = f f d). 
pa.lt<l todo etemento f de e . 
O me..6mo Jte.llu.t:tado ~ vã.t.i..do pa.lla uma. 6u.nç.ão À pe.Jr..te.nc.e.n.te a 
A_ ; ela ê então u.nlvoc.a.me.nte. de.te.Jtmi..nada.. 
DEMONSTRAÇÃO: 
Designemos por À, ~ os elementos de A assim definidos: 
(6) Observemos que esta última condição é automaticamente válida se as funções da -
classe 8 são limitadas. 
. i 
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À(U) = sup{J(g): g~ lu, go8l 
. u(U) = inf{J(g): lu~ g , g < 8J 
Afirmo que À ~ ll· De fato: 
·Sejam A = {g < 8, g ~ lu) e B = {f <e, lu~ f) .Logo · 
.g;>lu~f. 
Em virtude de J ser crescente, decorre q.ue. 
J(gl ~ J(lul ~ J(fl 
doflde se conclui que 
sup ::T(g) ~ J(lul 
goA 
e inf J(f) 3- J(lul 
foB 
ou seja, À ~- l.l • 
Mostremos que também lJ. ~ À+ • Com efeito, dado um 
menta U de CU.., se V é um elemento de CU tal que UccV, existe 
função g da classe ~verificando a relação 
Decorre daÍ que 
U(U) ~ J(g) ~ À(V) 
provando a asserçao. 
ele-
uma 
Observemos agora que a relação À ~ 11 ~ À+ implica na -
equivalência de À e lJ. (no sentido de (4.16)). 
É suficiente agora mostrar que 
(6.4.1) 
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Resulta de (2.4) e (2.5) que para demonstrar a primeira 
das desigualdades é suficiente verificar que dada uma seqüência -
decrescente (U.)l<"/ de elementos de~, e coeficientes reais P2 
1. ... 1.~ n 
sitivos c1 , tais que a função simples 
seja majorada por f, tem-se 
Vamos fazer a demonstração por indução sobre n. 
Para n=l temos 
·logo, 
por (b) • 
Pela definição de lJ., vem 
p (Ul) ~ J(....L) 
cl 
~ (Ul) ~_L_J(f) 
cl 
por ( l) 
Logo, 
e como À ~ ~~ vem 
'i ' 
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Vamos supor o resultado verdadeiro para (n - 1) ~ 1 e 
demonstrá-lo para n. 
Notemos que 
donde aplicando a fórmula de recorrência, 
Somando aS duas. desigualdades, temos 
e pela hipÓtese (2) vem 
ou seja, 
f g dÀ '*' J (f) • 
Segue-se que o limite superior de J g dÀ é menor ou i-
gual a J{f) e pela proposição (2.5) temos 
Jf dÀ '*' J(f). 
Fica assim demonstrada a primeira das desigualdades de 
(6.4.1). • 
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Para demonstrar a outra desigualdade vamos supor inici 
almente que a função f seja limitada. 
De acordo com a-. hipót~se (a) existe Um elemento K pe~ 
-tencente à ]G; tal que f seja nula sobre· o Complementar de K. 
como e é densa, podemos dete~rninar um elemento v de ~ 
e um elemento g de e. tal que K c:= V, lv ~ g e por conseqüência 
~(V) ~ J(g) < +oo. 
Portanto, podemos aplicar à função f a pr~posição (2.6). 
·consideremos -.un:ta sequência fini_ta decre'scente CU1 ) U:·~ n 




Basta provarmos que 
A prova será feita por indução sobre n. 
Para n = 1, como g ~ f, temos 
f 
>-
' c l 








é um número real positivo, segue-se que 
Suponhamos a ·conclusão v"ãlida para (n - 1) , e provemos 
que vale para n •. 
Notemos que 
f A c 1 ~ g A c 1 = 




Somando as duas desigualdades acima, temos 
e pela hipótese {2), vem 
isto é, 
f g dv > J(fl • 
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Segue-se que o limite inferior de J g d~ é maior ou i-
gual a J(f), e pela proposição (2.6) ternos 
Fica assim demonstrada- a segunda desigualdade de (6.4.1) 
para o caso de f ser limitada. 
Daremos agora a prova desta desigualdade para p.ma f -
qualquer. 
Consideremos a sequência (f A n) ne:lN . Tal seqüência é 
limitada para cada ne:JN, monótona crescente e ~onverge para f. 
Aplicando o raciocínio empregado no caso precedente;t~ 
mos 
J(f A n) .d~ ~ J(f A n), >;. n<: lN 
donde 
sup J (f A n) d~ ~ sup J(f A n). 
n n 
Por (2.3) (d) e pela hipótese (3) deste teorema, segue-
se que 
Conclui-se portanto a demonstração do teorema. 
Vamos agora provar a unicidade da função À da classe A-. 
Suponhamos que exista uma outra função ~ da classe A-
tal que J (f} = J f dl-1. Logo, J f dl-l = J f .dÀ para toda função f -
da classe~. Portanto, pelo corolário (6.3), À e~ são equivaleg 
tes no sentido de (4.16). Assim, À e ~ satisfa~em as condições e-
'~ ! . 
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quivalentes da proposição (4.15) e então À- = ~-· Mas pela regu-
laridade interna das funções À e ~, segue-se que À = ~, provando 
a unicidade desejada. 
o Trabalho de De Giorgi-Letta [7 J que analisamos em ·nos 
sa dissertação adquire maior importância quando G.Greco [a],usa~ 
do suas idéias principai~ estabeiece o conceito de Integ~al Monó 
tona: 
" Seja A um Conjunto nao vazio e se]a [o,+~A a classe 
das funções definidas em A e com valores em [o,.+co] .• 
Dizemos que uma aPlicação T: IB ~ [o,+co] onde (B f 9J, 
IB c:[o,+coJA é uma .. integral monótona sobre IB ". se para todo ·À ·-
·pertencente ao intervalo [o,+(X)) e p~ra todo {~ 1 ':f}CIB 1 valern as -
seguinteS propri~dades: 
(i) Àg < B, g A À < ~. g v À - À < ~ 
(ii) T(Àg) ~ ÀT(g) 
(iii) g ~f ::=} T (g) ~ T(f) 
(i v) T (g) ~ T (g " À) + T(g v À - À) 
(v) T(g) ~ lim T (g " n) 
n-
(vi) T(g) ~ lim T(g v _l_ - _!_) • 
n+oo n n 
Neste seu recente trabalho, Greco chega também por ou-
tras vias ao Teorema de Representação de Riesz, com a introdução 
de uma"medida generalizada .. , que desempenha o papel da medida de 
Radon na_formulação clássica.Acreditamos que, com esses novos con 
ceito~ seja também possível estudar problemas em aberto na Teoria 
da Estatística Robusta;onde as capacidades de Choquet são atual-
mente ferramentas fundamentais [ 10]. 
' I -• 
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